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1. Einleitung

Dieser Bericht dédfiiert Interaktionsausdrike, wie sie in den Berichten ,,Grundlagenrv Interakti-
onsausdriuan” (UIB 97-09) und “Interaction ExpressionsA-Powerful Formalism for Describing
Inte-Workflow Dependencies” (UIB 97-04) beschrieben sind, mittels ipgachtheoetishien Se-
mantik

Nach einer kurzen Diglition der wichtigsten Grundigeiffe werden in Abschnitt 2 zunachsgulare
Ausdriuke, die eine Eilmenge wn Interaktionsausdriiek darstellen, mittels ihrer sprachtheoreti-
schen Semantik defert. AnschlieRendvird diese Ddhition auf elementare Interaktionsausdréick
erweitert und ein ersterevsuch zur Dénition von Quantoren unternommen.

Abschnitt 3 zeigt jedoch Schwierigiken und Grenzen dieser ,traditionellendrylehensweise auf,
so dafd in Abschnitt 4 eine yiglierte* Deinition von Interaktionsausdriiek ggeben wird, die im
wesentlichen auf einer sauberereinung wn vollstandigen undteilweisenWorten basiert.

Alle wesentlichen Daitionen werden jeeils durch Beispiele illustriert, um die abstrakteznKepte
ein wenig ,greifbarer” zu machen.

2. Traditioneller Ansatz

2.1 Grundbegriffe

Gegeben sei eine Mengevon Aktionen(vgl. Grundlagenbericht), die audkiphabetgenannt wird.
Formal ist eine Aktiona ein Tupel der Gestalay, &, .. ., @,) mit n 0INy, wobei a; der Nameund
a, ..., &, die (optionalenParameterder Aktion sind.Der Einfachheit halber wird eine parameterlo-
se Aktion(ay) jedoch als ,Prozedura, und eine parametrisierte Aktiqag, a4, .. ., a,) als ,Funkti-
on“ ag(ay, ..., a,) geschrieben.

Ein Wat der Lange n (Uber dem Alphabel) ist einn-Tupel ‘a;...a, mit a, ..., a, O (n OINp).
Das Wort  der Lange 0 heil3t audberes Wrt. Die Lange eines Wftesw wird mit jw| bezeichnet.

Die Menge aller Wrte Uber dem Alphab& wird mit Z* bezeichnet.



2.2 Regulae Ausdricke

Interaktionsausdriekgellen eine Erweiterungon regularen Ausdriicin dart Daher scheint es na-
helieggend, die sprachtheoretische Semantiul@&er Ausdrick geeignet zu erweitern, um eine ent-
sprechende Semantik fur Interaktionsausdeikerhalten.

Die Semantik eines gellaren Ausdrucks wird gevohnlich alsSprche L(x), d. h. ds die Menge al-
ler von diesem Ausdruckkzeptierten Vbfte, definiert. Fireinen beliebigen guldren Ausdruckk
(der nicht gleich der leeren Menge ist, vgl. Fu3note) laRt gichviie folgt rekursv definieren:

* FiUr einen leeren Ausdruck= A:

LX) ={"1}.
e FUr einen atomaren Ausdruck= a:
L(x)={‘a}.

 FUr eine Disjunktiorx = y | z:
LX) =L(yydL@={w|wOL(y)Ow dL(2)}.

 Fur eine sequentielledfmpositionx =y — z
LX) =L(y)L(2) ={uv]uOL(y),vOL(2)}.

 Fir eine sequentielle Iteration=y*:

L) =Ly*= OL"=Ouh. o' [, ..., 0" 0Ly}

n=0 n=0

Hierbei stehtuv="u;...u,v...\,,’ fir die Konkatenationder beiden Wfrte u=‘u;...u,, und
v="'v...V, . Entsprechendtehtul.. u" fiir die Konkatenation den Worte u, ..., u" (n > 0) bzw.
fur das leere \ott (n = 0). Beiden hochgestellten Zahlen handelt es sich hier also nicht um Exponen-
ten, sondern um IndizedBeachte, dal mit; (Index unten) Aktionend X und mitu' (Index oben)
Worte [J 2* bezeichnet werden.
Beispiele
a) La-b)={uv|juOL(a),vdOL()} ={uvjud{'a},vO{'b}} ={a*b}={'ab}.

b) Lla-b|c)=L(a-b)0OL(c)={‘ab} O0{‘c’} ={‘ab,‘c’}.

c) L((a-b|c)*) = ﬁo{ul...u”wl,...,u” OL(a-b|c)} =

Cl{ul. " Ut ... 0" O{‘ab, c'}} ={", ' ab,‘c, ‘abab, ‘abc, ‘cab, ‘cc, ...}.
n=0

2.3 Elementae Interaktionsausdriicke

Die obigen Ddhitionen lassen sich wie folgt fur Interaktionsausdeaiekveitern:

 Fur eine Konjunktionx =y & z:
L) =L(y) n L(z={w|wOL(y),wOL(2)}.

» FUr eine parallele Empositionx = y + z
LX)=L(y)yOL@={w|wOuldv,ulL(y),vOL(2)}.

1 .. wenn man en der leeren Mengé absieht, die formal ein gallarer Ausdruck, jedochein Interaktionsausdruck ist.



» FUr eine parallele Iteratiorn = y #:

L(x)=L(y)#=@o|£] L(y) = |:|0{W|W|]u1|] .oun L u OL(y)).

Hierbei istu O v definiert als die Menge aller Witew, die durch ,Mischen* odetUberlagern der bei-
den Worteu undv entstehen:

udv={uhvi . uV" [nON,ut v u v O3 ol o =y, vh v = v,

Beachte wiederum, da®, v?, ... richt einzelne Aktionen, sonderreiworte von u bzw. v sind, die
ggaf. auch leer sein kdnnen.

ul O ... D0 u" steht entsprechend fiir die Uberlagerungmigvorte u?, ..., u” und kann fiim > 2
induktiv wie folgt defniert werden:

VD, .Ou=@o...ouHo{u}.

Fur die beiden Grenzfalle= Oundn=1istu* O...0 u" als{ " } bzw { u'} definiert.
Abgeleitete Operatoen

Die verbleibenden Operatoren, ndmlich Synchronisation und Multiplikatoren, lassen sich gemaf ihrer
Definition auf bereits défierte Operatoren zurtickflhrerztr die Booleschen Multiplikatorer

und & erhélt man zB.:

n

of 0 N
LmeXiD_ iQﬂum),

ob g n
L i —= N L(x).
m&:mxm N L(x

Diese Deinitionen lassen sich prinzipiell auf dealFn = o verallgemeinern:

00

0y, O N
Lol %o QﬂL(&),

0o O_ 2
L = N L(X).
& Xig= 0 L)

Damit hat man prinzipiell die Mdgliclgit, auch die beiden Iterationen wie folgt auf ,elementarere”
Operatoren zurtickzufiihren:

© n

X* = l - X;
n=0i=1
® n

X# = + x.
n=0i=1

Wie man leicht sieht, erhélt man auf diesei¥¢ dieselbendfmeln fir L(x*) und L(x #) wie bei den
oben anggebenen ,direkten* Défitionen.

Beispiele

a) La+b)=L@OL()={'a}0{b}="a0b=
{ubvi . u™  nON, Ut u"=a, vi. v =’} ={‘ab, ‘ba'}.



b) L((a+b)#)=@0{w|wmulm...Du“,ul,...,u“ OL(a+b)} =

ngo{w|wDu1D...Du”,ul,...,u” O{‘ab,‘ba}} ={w]|w,=w},

wobeiw, bzw w, die Anzahl del’s bzw. b's im Wort w bezeichne.

0) L((a—b)#)z@0{w|wmulm...Du“,ul,...,u“ OL(a-b)} =

ﬂ{W|WDu1D...Du”,ul,...,u” Of{‘ab’}} ={w|w=w,00i=1,..., w:w, 2w},
n=0

wobeiw' hier das Prak der Lange von w bezeichne.
Fur die Wortew muf3 also gelten, dal jedes Brafon w mindestens so viela's wie b’'s enthélt,
d. h.daf es inw zu jedenb ein ,zugehoriges” erausgehendesgeben mul3.

2.4 Quantoren

Durch die \érallgemeinerung der endlichen auf unendliche Boolesche Multiplikatoren wurde bereits
ein erster Schritt unternommen, um die Semardik @uantoren zu digieren.

Um Quantoren nun auf unendliche Multiplikatoren zurtickfihren zu kdnnen, ist es zweckmalig, ei-
ne Mengd1 einzuftihren, diealle denkbaren \&fte z enthalt, die alsktuelle Rrametervon Aktio-
nen auftreten kdnnerDiese Menge lafdt sich wie folgt aus der MeRgaler Aktionen ableiten:

n =[] z(a),
allx

wobei z(a) fur eine Aktiona = ay(ay, ..., &,) als{ a;, ..., &,} definiert ist. Unter der Annahme, daf}
diese Menge (hdchsterahzahlbarist — was flr praktische Anwendungen sicherlich realistisch,ist —
lassen sich ihre Elementeauch in einer bestimmten (willktrlichen) Reihenfolge z,, ... anord-
nen

Unter Zuhilfenahme dieser Mengklaf3t sich nun der Quantilwie folgt defnieren:
|x(P) = | xC).
1=

Schwierigleiten bereitet jedoch der Quantbr Die rein formale Umformung
p

+x(p) = + X(z;)
p i=1

stellt natirlich kine Deinition dar, da de Bedeutung eines unendlichen Multiplikatooizs bisher
i=1
nicht defniert wurde. Gerade diese Dugiition erweist sich jedoch als schwierig.

Zum \emleich betrachte man die Deition einer unendlichen Reihe= 3 s, die intuitiv ,ein-
i=1
fach“ eine Summe mit unendlich vielen Gliedern darstellt, formal jedocB@szwerteiner olge
von endlichen Summedefiniert werden muf3:

s-r!linm S.

iMs

Die Tatsache, dal3 dieser Grenzwettugar nicht eistiert und der Wrt der unendlichen Reihe damit
undefnert ist, macht klardalR ,,unendliche Ausdriiek nicht immer sinmoll definiert werden kénnen.



In Analogie zur Déhition einer unendlichen Reihe werden unendliche Multiplikatorausdriic
Quantoren spater ebafit mit Hilfe von Grenzwerten defiert. Zuwor sollen jedoch einige Schwie-
rigkeiten und Grenzen der bisheridafrten Semantik aufgezeigt werden.

3. Schwierigkeiten und Grenzen des traditionellen Ansatzes

3.1 \WllIstandige \ersus urvollstandige Worte

Beim traditionellenWarterkennungspoblemist die Frage zu beanbsten, ob ein ggebenes \6tt w

mit einer bestimmten Langein der Sprache (x) enthalten ist, die durch einenggbenen Ausdruck
(oder eine Grammatik) erzeugt wird. So muf beispielsweise ein Compiler fiir eine Programmier
sprache (unter anderem) entscheiden, ob ein drgelggtes Programmaddrekt ist oder nicht.

Im Kontext von Interaktionsausdriiek liggt jedoch typischerweiseelne wllstdndige Blge von Ak-

tionen vor, die nadtraglich auf Korrektheit Gberprift werden solVielmehr werden Aktionesuk-
zessiveausgefuhrt, und es muf3 zu jedem Zeitpunkt die Frage bexetwerden, welche Aktionen

im nadstenSchritt zuldssig sindDa eine einmal lwnnene Aktionsfolge prinzipiell jederzeit fort-
gesetzt werden kann, kann mamkequenterweise auchkike Aussage Uber ihtginge machen. (Es

gibt kein End of fle wie bei einer Datei, das anzeigt, dal3 das Programm hier zu Endgdsti) ist

der traditionell in Automaten gebrauchlichegdiéf des Endzustands in diesenori€ext bedeutungs-

los: Die Menge der Endzustande (oder akzeptierenden Zustande) ist entweder leer oder gleich der
Menge aller Zustande.

Diese unterschiedliche Sichtweise sollte sich auch in der Semantikteraktionsausdriiek wider
spiggeln. Beispielsweiseollte ein Ausdruck wida — b) * nicht nur die Wrte ”, ‘ab’, ‘abal, ...,
sondern auch die ovte ‘a’, ‘abd, ... &zeptieren.

Dies laf3t sich prinzipiell dadurch erreichen, dal man nach der Bestimmung der Mahdi& L
einen ggebenen Ausdruck die Menge aller Prife

P(x)={u|OviuvOL(x)}

bestimmt. Wnn dann zu einem bestimmten Zeitpunkiereits die Aktioneray, ..., &, ausgefuhrt
worden sind, so ist eine weitere Aktiap,; zu diesem Zeitpunkt genau dann zul&ssig, wenn aas W
‘a;. . .a,8,41 1N der Menge Px) enthalten ist.

3.2 Unerfiullbare Teilausdricke

Intuitiv — insbesondere wenn man mit der Theorie der formalen Sprachen erichtitist—wiirde
man \ermutlich ervarten, dalR ein Ausdruck der Gestalt a — y im ersten Schritt die Aktiom ak-
zeptiert,unabhangigdavon, wie der Eilausdrucky beschdkn ist. In den ,meisten” Fallen triif dies
auch zu, denn es gilt ja:

Lx)=La-y)=L@Ly)={"aw|wIL(y)}.

Da alle Worte aus Ix) mit a beginnen, gilt ofensichtlich @ [0 P(x), d.h. a wird als erste Aktion
akzeptiert—sofern es Uberhaupt &te in L(x) gibt! Andernglls, d.h. wenn I(x) = 0 ist, so ist auch
P(x)={u|Ov:uvOL(x)} =0, und der Ausdruckk akzeptiert—im Gegensatz zur gerade erwahn-
ten ,intuitiven Semantik* — Uberhaupt kine Aktionen! Dieser Rll tritt hier genau dann ein, wenn
L(y) =0 ist, was zB. firy = b & c oder auchty = b — ¢ @ ¢ — b zutrifft.



3.3 Quantoren

Ein &hnliches Problem @bt sich im Zusammenhang mit Quantordntuitiv sollte der Ausdruck
x =+ a(p) beliebige Blgen vwon a(p)'s (mit paarweise erschiedenen @ten wn p) akzeptieren. Da
p

die Menge der mdglichen &kte von p jedoch potentiell unendlich grof} ist, ist intuibenso ein-
leuchtend, daf? esohl keine endliche Folge von Aktionen gibt, die diesen Ausdrucklistandig
erfillt. Somitware auch hier (x) = P(x) = O, und der Ausdruck wirde nichts akzeptieren.

3.4 Ausweg

Das zuletzt genannte Problem liel3e sich prinzipiell durch die Einfihroegdlihier Worte I6sen,
das Dilemma im Zusammenhang unerfullbaretalisdriick jedoch nicht.

Beiden Problemen lig jedoch eine gemeinsame Ursache zugrundie-Prafxbildung wird unter
Umstanden ,zu spat* durchgefuhrt: eth L(x) =0 ist, dann ist auch (R) =0, obwohl der
Ausdruckx intuitiv u. U. gewisse Eilworte akzeptieren sollte.

Andererseits darf die Pi#bildung auch nicht ,zu friih* erfolgenWirde man sie beispielsweise
auf jeden €ilausdruck einzeln anwenden, hd. letztlich die Dehition L(a)={‘a’} durch
L(a)={","'a'} ersetzen, so gébe sich B.

La-b)={uvjudL(a),vOL(b)} ={uvjud{",*a},vO{", ‘'b}} =
{", ‘b, a, ab'},

was mattirlich eberdlls jeder Intuition widerspricht.

Der Auswe aus diesem Dilemma besteht darin, fir jeden Ausdsus@vohl einePréfix-basierteals
auch eine aufollstandigen Wrten basierende Défition zu geben und diese geeignet mumbinie-
ren. Diesist Geggenstand des folgenden Abschnitts.

4. Teilwortorientierte Semantik

Wie bereits angedeutet, wird in diesem Abschnitt fiir jeden Ausdxusevohl eine Menge (x) der

von diesem Ausdruck akzeptiertemllstandigen VWrte (complete wrds) als auch eine Mengéxp

der von ihm akzeptierteiielworte (partial words bzw Préfixe) defniert. Durcheine geeignete ,&f-

flechtung” der Ddhitionen wird sichegestellt, dal? die Pr&bildung weder ,zu frih“ noch ,zu spéat
durchgefuhrt wird und die resultierende Semantik somit dem im Grundlagenbengéstellten in-
tuitiven Ausfilhrungsmodellon Interaktionsausdriiek entspricht bzwdieses prazisiert.

4.1 Basisoperatoen

Fur einen Interaktionsausdrugkverden die Mengen (@) und R x) wie folgt defniert:

» Fir einen leeren Ausdruck= A:
Cx)={"1}
P(x)={"}.

 Fir einen atomaren Ausdruck= a:
Cx)={‘al;
POO={""a}.



 FUr eine Disjunktiorx = y | z:
C(x)=C(y) D C(2) ={w|w OC(y) Uw 0C(2) };
P(x) =F(y) 0D P(2) ={w|w OP(y) Dw OP(2)}.

» Fur eine Konjunktionx =y & z
C(x)=Cly) n C(29) ={w[w OC(y),w 0C(2) };
P(X)=Ry) n P(2) ={w|w ORy), w02}

 Fur eine sequentielledfmpositionx =y — z
C(x) =Cy)C(z2) ={uv|u OC(y),vOC(2)};
P(x) = P(y) O C(y) P(2) = P(y) O {uv|u OC(y), v OP(2)}.

 Fir eine sequentielle Iteration=y*:
C(x) = C(y)* = ﬁOC(y)” = ﬁo{ bt Uk e DCy) )
n=| n=

wm=qw*mw=gpwwww=§yuHu“kunm"quunmmwy

 Fur eine parallele Bmpositionx =y + z
CX)=C(y)OC(@={w|wOulOv,ulC(y),vdC(2)};
PX)=Py)OP2={w|wOuOv,uOP(y),vOP(2)}.

» FUr eine parallele Iteration = y #:
n
C(x)=C(y)#=|f| []C(y) = ﬁ{w|w Outo...Oudh . u" OCy));
n=0 n=0
n
P(x):P(y)#:ﬂ [Py = ﬁ{W|WDu1D LOun L u OPy) ).
n=0 n=0
Man beachte, daf? die Dafionen fir Gx) und Rx) weitgehend ,unabhangig‘oneinander sind; le-
diglich bei den sequentiellen Operatoren tritt @twngsgeman) ein Querbezug auf.
Beachte aul3erdem, dalR die iD#ionen fir Gx) mit den alten Defhitionen fir L(x) Ubereinstim-
men.

Beispiele

a) Ra-b)=P@a O{uv|julC(a),vOPb)}={","a}td{uvjubO{‘a},vO{",‘'b}} =
{,'a}y0f{‘a,'ab}={","a,‘ab}.

b) Ra+b)=Pa)0Pb)={""a}0{" 'b}=

¢CoyoEeop)ybtaD)yotaD'p)={"}10{pP}roO{a}i{‘ab,‘ba}=
{",'a,'b, ‘ab, ‘ba}.

¢) R(a-hb)*)= @0{ ul. o™t U, .., Ut OC(a - b), U™ OP(a-b)} =
@O{ ulu™ kLUt O{ab ), U™ 0{",  a, ‘ab' )} =

{","a, ‘ab, ‘abd, ‘abab, ...}.
d) Ra-b#H=L{wlwouo...0u,u, ... 0" OP@-b)} =
n=0
ﬂ{W|WDu1D...Du”,ul,...,u” Of{“,‘a,‘ab’}} ={w|0i=1,..., w:wi=2w}.
n=0

e) Qb&c)=Cb) nClc)={‘'b’} n{'c}=0;

P(b& )= P(b) n P ={", "B} n{" ¢} ={"}.



) Ca-(b&c)={uvjuldC(a),vOCbé&c)}={uvjud{‘'a},vOO} =0;

P@-(b&c)=P@ O{uvjulOC(a),vOPbe&c)}=P@ O{uv|julO{‘a},vO{"}} =
{".'a}i{a}={""a}="Fa).

4.2 Monotonieregeln

Aus den genannten Deitionen folgen unmittelbar die folgenden ,Monotonigei” flr beliebige
Ausdriicle x, yund z:

a) " OP(x);

b) Ry -2) O P(y);

c) Ay-20C(Yy) = * 0OC(2);
d) Ry+2 OPRYy);

e) Qy+20C(xy) - " OC(2).

Beweis

a) Rekursi durch Anwenden der Digfitionen.
b) Unmittelbaraus der Defition von Ry — 2).

c) FRalls” 0OC(2), so folgt aus der Défition von Qy - 2):
Cly-20{uv|uOC(y),v="}={ululC(y)} = C(y).
Fdls * 0C(z), wahle ein Vort u 0 C(y) mit minimaler Lange I. Aus der Déhition von
C(y — 2) folgt zusammen mit “00 C(z), daR alle Vértew O C(y — z) eine LangegroRerals! ha-
ben. Dau nur die Langel hat, mul3 somitu OC(y — z) gelten, woraus die Behauptung
C(y — 2) [0 C(y) folgt.

d) Wegen (a) gilt ” 0 P(2), und somit folgt &hnlich wie bei (c):
Ply+20{w|wOuOv,uOP(y),v="}={w|wO{u},ulOP(y)} =Fy).

e) Analogzu (c).

4.3 Multiplikator en

Endliche Multiplikator en

Endliche Multiplikatoren werden gemaR ihrer Défon auf Basisoperatoren zurtickgefihrt:
|i|x= x O...0x (n-mal x, n OIN);
Iilx =Afirn<0;
ansz Xpn O... 0%, (m, n O2Z).

Hierbei stehtlfur einen der bin&ren Basisoperatofer, | ader&.



Unendliche Multiplikator en
Die Semantik unendlicher Multiplikatoren wird durGnenzwerte von Merafolgen definiert.

Eine Folge(M,)-; von MengenM, hat hierbei den Grenzwert

e lim M, = Iﬁ M,={v|On=ngvOM,},

n-o n:n0
falls die Folge (M,) ab einem bestimmtem, [J IN monoton walesendist, d.h. falls M,,; O M, fur
allen = ng gilt;

n-oo

e lim M= A M,={v|On2nyvOM,},
n=n,

falls die Folge (M,) ab einem bestimmtem, (I IN monoton fallendst, d.h. falls M,,,; O M,, fur al-
le n = ng gilt;

e lim M, =0,

Nn- oo
falls die Folge (M,;) nicht monotorist, d.h. falls es keinny O IN gibt, ab dem die ¢#lge (M,,) mono-
ton wachsend oder monotoaliend ist.

Fur einen Ausdruck = Ioilxi mit 00{ |, &, —, +} werden die Mengen (@) und Rx) ,abstrakt* wie
i=1
folgt defniert:

C(x) = lim C(yp),
P(x) = lim P(yy),

mitynzgxi.

Im folgenden wird fir die einzelnen Operatoren diskutiert, wie diese Grenzwelkesk zu interpre-
tieren sind.

Disjunktion

n
Fur eine unendliche Disjunktian= J X,d.hy,= J x gilt:
i91 i1

ay 0o
C =C = | C(x),
und somit fur allen = 1:

Cl¥n+1) = Clyn) U Clxne1) H ClYn),
d. h.die MengenfolgdC(y;,)) ist abny = 1 monoton vachsend, wraus folgt:

c() = lim o) = 0 o) = 0 0 o) = 0 ).
-® n=1 n=1i=1 i=1
Ganz analog gibt sich auch:

P(x) = |f| P(x;).

i=1



Konjunktion

Dual zur Disjunktion egibt sich fir eine unendlichedfjunktionx = & x;:
i=1

C(9 = N Cx):
P = N P(X).
Kompositionen

[ n
Fir eine unendliche sequentietider parallele kbmpositionx = + x;, d. h. y,, = + X folgt aus der
[ i=1

Monotoniergel (b) bzw (d) fur allen > 1:

P(yn+1) = P(yn T Xn+1) U P(yn)-
d. h.die MengenfolgéP(y,,)) ist abny = 1 monoton vachsend. Somdilt:

P(x) = lim P(y) = L Plyp).

Fdls es aulRerdem eimy O IN gibt, so dal3 Cx) fur allei = ny das leere W&t  enthalt — d. h. wenn
nur endlich viele Qx) das leere it nicht enthalten— so gelten die gleichen Ubeglengen auf-
grund der Monotoniegel (c) bzw (e) auch fur die Mengenfold€(y;,)) (fiir n = ny), und es gilt:

€0 = Jim P(y) = [ clyy).

Andernflls, d.h. wennunendlih viele Qx) das leere Wit nicht enthalten, ist die Mengenfolge
(C(y,)) auf jeden Bll nicht monoton wachsend. \hn sie (ab einem bestimmteg) monoton &llend

ware, ware der Grenzwert(X) als unendlicher Durchschnit C(y,), andernglls als leere Menge
n:no
Zu interpretieren.

Da jedochunendlid viele Teilausdricle x, nur durch Vérte positiver Lange erfillbar sind, wirde
man intuitv in kenemdieser beiden Falle easten, dalR der Gesamtausdruxc#turch ein V@rt endli-
cher Lange erfillt werden kanrDas Resultat des unendlichen Durchschnitts sollte also alsenf
gleich der leeren Menge sein, so dal3 sich die Frage erlbrigt, unter welchen Umstanden die Mengen-
folge (C(y,,)) monoton &llend ist.

Zum Beweis dieser ¥rmutung betrachte man die folgende Funktiprdie einem beliebigen
Ausdruckz die minimale Lange seinepiistandigen Wirte zuordnet:

[(2) =min{|w| |wOC(2)}.

Offensichtlich erfilltl die beiden folgenden Aussagen:
I(2) =1, wenn " OC(2);
I(yx2)=I(y) +1(2).

Daraus folgt:

1) =15 D= S 1(x) = oo f
=l 4+ x_= ) > oo flirn - oo,
yn m:_]_XID 5 XI

dal(x) = 1 fur unendlich vielé gilt. Wenn es nun ein @/t u O Fﬁ C(y,) gabe, so wurde fur jedes
n=n,

n = ngy gelten:

10



u O C(yn) O 1(yn) = min{ |w| [w O C(yn)} < ul,
d. h.I(y,,) wéare durchy| beschrankt, s einen Wierspruch zu(y,) — o darstellt.

Zusammerdssend gilt fur eine unendliche sequentielle oder paraltEtgdsitionx = + x:
i=1

cx="Llc + X,Dfalls fir allei 2 ng gilt: * 0 C(x);
n=ng

C(x) = O, falls kein derartiges), O IN existiert;

Pe0 = (1 P Pm- -

4.4 Quantoren
Nach der Dehition unendlicher Multiplikatoren lassen sich hun Quantoren unter Zuhilfenahme der in

Abschnitt 2.4 eingefuihrten Mengeeinfach wie folgt dehieren:

00

JJX( p) = J X(7;);

& x(p) = & X(z)
p =1
+x(p) = + x(z).
p =1

Rein theoretisch ist diese Ddfion natirlich auch fir die sequentiell@iposition anwendbarAl-
lerdings wuirde ihre Bedeutung danonvder Anordnungder Werte z; abhéngen, as fir praktische
Anwendungen natdrlich sinnlos ist (vgl. auch Abschnitt 10.6 im Grundlagenbericht).

Der Quantor@ wird im Abschnitt 4.5 deniert.

Beispiele

& fap=c ] aw= 0 ctae) = B Cam)y =(aw) alm). .
aaw)D- ol ate = O Pa) = (7 amy'y = (7 atm, a1

O, O AR (O

da kein Qa(r;)) das leere Wit * enthalt, dh. unendliche viele @(r;)) das leere Wit nicht ent-
halten;

p +a(p) = p +a(ﬂ,) = ﬂ p +a(7r,)

Ql{ W W {W, s Wet ={ A7), alm) b = {alr), alr), b
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g

O
C) CD-; a(p) bD

0 0 0 0
=guvjuOC=Ha(p),vOCb)yg={uvjuOOd,vOdO{'b}} =0;
0 Do 0 0

U U
PD+ a(p) - sz PD+ a(p)DD guv|u O CD+ a(p)Dv OP(b) 0=
Op O Op O 0 Op O 0

0 O e 0 _ o0 0
PD-IIJ-a(p)DD{uv|u oO,va{" ‘b}} _PD-ga(p)DDD_PDta(p)D

4.5 Synchonisation

Obwohl die Synchronisation aufgrund ihrer groRen praktischen Bedeutung im Grundlagenbericht wie
ein Basisoperator behandelt wird, ist sie aus theoretischer Sicht ein abgeleiteter Ogtearartie

folgt auf Basisoperatoren zurtickgefihrt werden kann.

Alphabet eines Aisdrucks

Der Bayriff des Alphabetseines Ausdrucks wurde im Grundlagenbericht informell als die Menge al-
ler Aktionen dieses Ausdrucks deért.

Formal 1&Rt sich das Alphabe(x) eines Ausdruckg wie folgt rekursv definieren:

e Fir einen atomaren Ausdruck= a:

a(x)={a}.
» FUr einen Ausdruck der Gestalt= y* oderx = y#:
a(x) = a(y).

» Fur einen Ausdruck der Gestalt= y [1z mit einem beliebigen binaren Operalor
a(xX) = a(y) O a(2).

* Fur einen Ausdruck der Gestalt= [oilxi:
i=1
(9 = [ a(x).

i=1
Binare Synchronisation

Bereits im Grundlagenbericht wurde der Ausdrya® z definiert als:
Yy@z=(y+(zlz|..)*)& @+ lY21..)%),
wobei{ z;, 25, ...} =a(2) \ a(y) und{ y;, ¥p, ...} = a(y) \ a(2) gilt.

Endliche Multiplikator en

n n
Ein endlicher MultiplikatO{Ausdruck@ X oder@ x(k) kann wie in Abschnitt 4.3 auf den binaren
k=m

Operator@ zuriickgefuhrt werden.
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Unendliche Multiplikator en

Die Semantik einer unendlichen Synchronlsat(cm@ X wird schrittweise wie folgt défiert.

Fari O IN sei die MengeA; definiert als daé(omplemen'des Alphabets deseilausdrucksy bzgl.
des Alphabets des Gesamtausdrucks h.:

A = a(X)\ a(X).
Wie iblich bezeichne danA die Menge aller \Wtte tiber der Meng#y, d. h.:
A ={ W W Wy, ..ow, OA, N OINg}.

Die MengeC, bzw. P entstehe durch Uberlagern diesenrt& mit den em Teilausdruckx; akzeptier
ten wollstandigen bzwteilweisen Vérten:

C =C(x) O A;

R=Px)0A.
Ci bzw. R enthalt somit genau die diistdndigen bzwteilweisen) Vérte, die der Ausdruck; ,im
Kontext* der Synchronisatiorx akzeptiert. (EinTeilausdruck einer Synchronisation soll ja die Aktio-

nen, die nur in anderereilausdriicken vorkommen, zu jedem Zeitpunkt akzeptieren.)
Nach diesen dfbereitungen werden die Menge(xfund R x) dann wie folgt dehiert:

C( =N G
1=
P(X)= N R
i=1
Quantoren

Der Quantor@ l&f3t sich nun analog zu den tbrigen Quantoreimideén:

00

@ X(P) = @ X(%)
p

=1
Beispiele
a) x=za-b@a-c=a-b+c*&a-c+b¥

Cx)=Ca-b+c*)nCla-c+b*)=(Ca-b)dC(c)*) n (C(a-c) O C(b)*) =
abr}O{c"In0ONy}) n{‘ac}O{'b"|nTINy}) =

{‘cMarc™b ™| n,ny, ng ONg} n {‘b™Ma b ™c b™|ny,ny, ng OINg} =
{*abc’, ‘acb }.

b) x= @ x(p) mit x(p) =a(p) - b

p

00

X= @ x(x) = @ % mit = x(x) = a() ~ b
] =1

i=1

a(x) = { a(m), b};
@00 = @ %= [ a00) = [ {ar). b} = {ax) | = 07} 0 b);

A=a(X)\a(x)={a(r) |z ON, 7 # 7 };

C=Cx)0A ={"a(x)b'} 0 A;
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R=Px)0A ={" " a(x), alx)b'} OA;

C(x) = rO% C =0, denn:
i=1
Fir jedes Wrt w OGC gilt, dal3 a(z;) in w vor b auftritt. Somit muf3te in einem bt
w OC(x) = N C jedes &r;) vor b auftreten, \as fur endliche \&tte nicht moglich ist.
i=1

P(x) = F% R ={"a(py)...a(py)’ | p1, ... py 0N paarweise erschiedenn O INy}.
i=1

5. Ausblick

Die in diesem Berichtargestellte Semantik dient natirlich einerseits dazu, die prazise Bedeutung ei-
nes einzelnen Ausdrucks festzyge. Aufder anderen Seite kann sie daemwendet werden, Aussa-
gen Uber die Gleichheit oder Agaienz zweier Ausdriiekzu machen:

Zwei Ausdricle x und y heiBen genau dangleich oder aquivalent wenn Gx) = C(y) und
P(x) = P(y) qilt.
Beispielsweise kann man zeigen, dal} die Ausdriek x*#, x#* und x## dle aquvaent sind.
Ebenso sind aber audha(p) und+ a(p) — b &quivalent (vgl. Beispiele in Abschnitt 4.4), ool ihr
p p

Alphabet erschieden ist!Da das Alphabet eines Ausdrucks jedooh Bedeutung sein kann, wenn
er als Bilausdruck einer Synchronisatioarwendet wird, défieren wir noch einen zweiten Gleich-
heitsberiff:

Zwei Ausdricle x und y heiBen genau danabsolut gleib oder absolut aquivalentwenn
C(x) = C(y), P(x) = A(y) unda(x) = a(y) gilt.

Nur wenn zwei €ilausdriick absolut aquralent sind, kann man den einen gwflos durch den ande-
ren ersetzen, ohne dadurch die Bedeutung des Gesamtausdrueté&nziesn.

Aussagen Uber die Aquenz von Ausdriickn konnen uJ. fur ihre (efiziente) Implementierung
ndtzlich sein.In Analogie zur Anfrageoptimierung in (relationalen) Datenbanksystemen kénnte man
auch fir Interaktionsausdrigkersuchen, einen Algorithmus zu formulieren, dersucht, zu einem
vorgegebenen Ausdruck einen mdoglichsfigent implementierbaren agalenten Ausdruck zuird-

den. Dieaus dem DB-Bereich bekannten Probleme (insbesondere die Frage delfesinBegren-

zung des ,Suchraums") dirften sich jedoch Ubertragen, so dal3 diesbégigherlich sehr schwie-

rig zu losen sein durfte.

Aquivalenzrgyeln kénnen aber auch dazu benutzt werden, denaxuhfiir eine Implementierung zu

reduzieren. Swvird in der derzeit entwiadten Implementierung beispielsweise die parallele Iteration
wie folgt auf einen Quantorausdruck zurtickgefuhrt:

x#=4+(x]| A1),
p

wobei p ein ,anorymer* Parameter ist, der im Ausdrucknicht vorkommt.
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